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Angel Herranz Nieva, Julio Marifio y Carballo

Facultad de Informdtica, Universidad Politécnica de Madrid

<{aherranz, julio.marino}@fi.upm.es>

1. Resumen del problema

El problema presentado en el nimero anterior pedia encontrar el
segundo camino mds corto entre un par de nodos en un grafo no
dirigido bajo las condiciones de no tener bucles y de que su distancia
no sea mayor que la del camino mdas corto mas un 25%.

2. Solucion de concurso

Es habitual en los concursos de programacion plantearse la posibi-

lidad de una solucion barata de construir aunque su eficiencia sea

mas bien pobre. Esa primera posibilidad bien podria ser:

1. Generarlalista de todos los caminos sin ciclos desde el nodo inicial
ordenados de menor a mayor distancia.

2. Filtrar la lista y quedarse con aquellos caminos que terminen en el
nodo final con una distancia menor que la requerida.

3. Quedarse con el segundo elemento de la lista.

El algoritmo anterior parece inabordable, en particular la genera-
cion de todos los caminos. Sin embargo hay un par de propiedades
que pueden aprovecharse:

m La lista de todos los caminos sin ciclos desde un nodo dado es
finita.

m Cada vez que se construye un nuevo camino a partir de uno
anterior éste tiene una longitud mayor por lo que la ordenacion se
puede realizar durante la generacion.

Siaestas dos propiedades afiadimos el hecho de utilizar un lenguaje
con evaluacion perezosa como Haskell 98 ([33]) tendremos una
eficiencia razonable.

3. Representacion del grafo

Se ha decidido representar el grafo mediante el conjunto de nodos
(identificados por nimeros enteros) y el conjunto de arcos represen-
tados como tripletas siendo u y vdos nodos y la distancia (a la que
denominaremos también coste) entre ambos:

> import List

> type Node = Int

> type Cost = Int

> data Graph = Graph {

> nodes [Node],

> arcs [ (Node,Node, Cost) ]
>}

Dado un grafo g, nodes g representa el conjunto de nodos del g y
arcs g el conjunto de arcos. Se implementa la operacion
reachables que dados un grafo y un nodo devuelve los nodos
alcanzables en un paso desde el nodo dado y el coste asociado:

> reachables ::

> Graph -> Node -> [(Node,Cost)]

> reachables graph u =

> [ (v,d) | (ui,v,d) <- arcs graph,
> ui == u ] ++

> [ (v,d) | (v,ui,d) <- arcs graph,
> ui == u ]
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nodes, arcs y reachables componen la abstraccion de grafos
que se utilizard en la implementacion de la solucion'. De esta forma
la estructura de datos concreta se puede cambiar si se mantiene el
interfaz y la semantica de las operaciones anteriores.

4. Caminos ordenados

Dado unnodoinicial se calculan todos los caminos desde dicho nodo
ordenados por el coste total de su recorrido. El camino mas corto es
el camino vacio de coste 0. Dada una lista de caminos ya ordenada
se toma el camino minimo, se amplia hasta los nodos alcanzables
desde el tltimo nodo del camino, se eliminan aquellos caminos con
bucles y se mezclan ordenadamente con el resto de caminos para
continuar con una nueva iteracion.

Veamos una implementacion:

allPathsFrom ::
Graph -> Node -> [(Cost,[Node])]
allPathsFrom graph initial =
genPaths graph [(0,[initial])]

vV V VYV

genPaths ::
Graph -> [(Cost,[Node])]
-> [(Cost,[Node])]
genPaths graph [] = []
genPaths graph (p@(du,u:us):paths) =
let pathsFromFirst =
cleanUp
[(du + duv, v:u:us)
| (v,duv)
<- reachables graph u]
sortedPathsFromFirst =
sortBy comparePaths
pathsFromFirst
sortedPaths =
mergeBy comparePaths
sortedPathsFromFirst
paths
in
p : genPaths graph sortedPaths

VVVVVVVVVVVVVVYVVVYVYV

Laoperacion cleanUp eliminalos caminos con ciclos que se hayan
podido introducir mientras que las operaciones sortBy ymergeBy
implementan las operaciones de ordenacién y mezcla ordenada
parametrizadas con un orden parcial.

5. Seleccion del segundo camino mas corto
Elltimo paso de nuestro algoritmo es el filtrado de 1a lista ordenada
de caminos para quedarnos s6lo con aquéllos que terminan en el
nodo final.

allPathsFromTo
Graph -> Node -> Node
-> [(Cost,[Node])]

allPathsFromTo graph initial final =
filter (\ (d,u:_) -> u == final)

>
>
>
>
>
> (allPathsFrom graph initial)
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El resultado de la expresion allPathsFrom g i fes la lista con
todoslos caminos que parten del nodo iy llegan al nodo fordenados
de menor a mayor coste. Si la lista tiene al menos dos elementos, la
solucion es el coste del segundo siempre y cuando no supere el coste
del camino mds corto en mds de un 25%.

> answer Graph -> IO ()
> answer graph =
> do 6 Reading pair of nodes

> line <- getLine

> let [sl,s2] = words line

> let i = read sl Int

> let £ = read s2 Int

> if i == 0

> then 6 Finishing

> putStr 1ii

> else

> let twoPaths =

> take

> 2

> (allPathsFromTo
> graph

> i

> f)

> in

> if length twoPaths < 2
> then

> do 6 No snd route

> putStrLn inoi

> answer graph

> else

> do

> let (d1,_):(d2,_ ):_
> = twoPaths

> if d2 >

> dl + (25 * dl &divé 100)
> then 6 Too long snd route
> putStrLn inoi
> else 6 d2 is the solution
> print d2

> answer graph

Obsérvese que la pereza de Haskell hace que no sea necesario
generar todos los caminos en la expresion take 2
(allPathsFromTo graph i f)

6. Programa principal
Presentamos a continuacion el cédigo de la funcién principal para
que el lector disponga del programa completo:

> main I0 ()

> main =

> do linel <- getLine

> line2 <- getLine

> let n = read linel Int

> let a = read line2 Int

> arcs <- readArcs a

> let graph =

> Graph { nodes = [l..n],
> arcs = arcs }
> answer dgraph

> readArcs ::

> Int -> IO [ (Node,Node,Cost)]

> readArcs n

> | n == 0 = return []

> | otherwise =

do line <- getLine
let [sl,s2,s3] = words line
let u = read sl :: Int
let v = read s2 :: Int
let duv = read s3 :: Int
arcs <- readArcs (n - 1)
return ((u,v,duv) arcs)

VVVVVYVYV

7. Operaciones auxiliares

Por el camino hemos dejado sin programar algunas operaciones
auxiliares como la eliminacion de caminos con ciclos, comparacio-
nes entre caminos y mezclas ordenadas de listas de caminos.

> cleanUp
> [ (Cost,[Node])] -> [(Cost,[Node])]
> cleanUp = filter loopLessPath

> loopLessPath

> (Cost, [Node]) -> Bool

> loopLessPath (d,path) =

> nub path == path

> comparePaths

> (Cost, [Node]) -> (Cost,[Node])
> -> Ordering

> comparePaths (dl, ) (d2,_) =

> compare dl d2

> mergeBy ::

> (a => a -> Ordering) -> [a] -> [a]
> > [a]

> mergeBy cmp [] ysS = ys

> mergeBy cmp xs [] = Xs

> mergeBy cmp (X:XS) (y:ys)

> | cmp x y == LT =

> X : mergeBy cmp Xs (y:ys)
> | cmp x y == EQ =

> X : mergeBy cmp Xs (y:ys)
> | cmp x y == GT =

> y : mergeBy cmp (X:Xs) ys

3. Una solucion mas inteligente

0, al menos, mas avispada. Una estrategia que suele dar muy buenos
resultados en este tipo de concursos es la de transformar el problema
original en otro bien conocido y para el que se dispone de una
solucion fiable que podemos codificar rapidamente.

En el caso que nos ocupa, parece que el problema con un parentesco
mas evidente es el de calcular el camino mas corto entre dos nodos
de un grafo, existiendo un buen nimero de algoritmos conocidos
(Dijkstra, por ejemplo) y suficientemente sencillos como para pro-
gramar casi de memoria. Ahora bien: ¢como engafarle para que
resuelva un problema distinto a aquél para el que fue disenado?

Vamos a demostrar que el camino que nos estdn pidiendo — en caso
de existir — es siempre el camino mds corto en un grafo que sélo
difiere del original en un arco. Sea G el grafo del problema, P el
camino mas corto entre los nodos Ay By Qel segundo camino mas
corto entre dichos nodos. Ya que ni Pni Q tienen ciclos, debe existir
al menos un arco X que estd en P peronoen Q2.

Si llamamos H al grafo resultante de eliminar el arco X de G, es
relativamente sencillo demostrar que Qes el camino mds corto entre
Ay Ben H. El algoritmo queda claro ahora:

1. Calcular el camino mds corto entre Ay B.

2. Para cada arco de dicho camino, construir el grafo resultante de
eliminar dicho arco en G.

m novatica n°® 170 julio-agosto 2004
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3. Para cada grafo obtenido en el paso anterior, calcular el
camino minimo entre Ay B.
4. Seleccionar el mds corto de dichos caminos.

Para ser una solucion de segunda mano, el resultado no parece ser
malo en términos de eficiencia, ya que en el peor de los casos su
complejidad solo difiere de la de Dijkstra en el numero de arcos
del grafo.

4. Variaciones

El ejemplo con el que motivibamos el problema (calcular una
ruta subOptima entre dos puntos de un mapa de carreteras) es, en
general, inabordable siguiendo las técnicas que hemos usado
arriba. El nimero de nodos y arcos en el mapa de, pongamos,
Espana, es tan elevado que cualquier método de busqueda
combinatoria ciega resulta impracticable.

De igual manera que para ir de Sevilla a Mdlaga nunca probaria-
mos un camino donde interviniese la A-6, los algoritmos reales
para estos casos deben usar algun criterio que les haga descartar
combinaciones poco verosimiles. Un tipico algoritmo de bisque-
da guiada operaria de la siguiente manera para obtener el camino
mds corto entre Ay B. Obtendria primero los vecinos de A:.
Crearia entonces una lista de caminos parciales ordenados de
mds a menos prometedor:. El procedimiento se repetiria entonces
calculando los vecinos de , ordenando los caminos resultantes,
etc. El primer camino en llegar a B se toma como mejor solucion.
Lo interesante de este algoritmo es que escogiendo adecuada-
mente la nocién de mds prometedor, podemos estar seguros de
que el primer camino en llegar a B es realmente el mas corto (!).

La clave esta en la nocion de funcion de estimacion de coste
pesimista. Supongamos que el criterio para ver que un camino es
prometedor es una funciéon que cumple las dos condiciones
siguientes:

1. p(Q)=longitud(Q) si Q empiezaen Ay acaba en B.

2. Si Q empieza en A pero acaba en X=B, p(Q) es menor que la
longitud de ning'n camino de A a B que contiene a Q.

Si el algoritmo anterior ordena los caminos parciales de acuerdo
con sus valores de p, el primer camino en llegar a B serd el mas
corto. La demostracion se deja como ejercicio al lector? .

Es muy sencillo encontrar una funcion asi para un mapa de
carreteras. Si Q es un camino de A a X, basta con definir p(Q)
como la suma de la longitud de Q mas la distancia aérea de Xa B.
Es trivial comprobar que las dos condiciones anteriores se cum-
plen.

Ahora bien, (sigue siendo vélido el algoritmo para calcular el
segundo camino mds corto? Si el lector ha demostrado la correc-
cion del algoritmo de busqueda guiada, no le costara demasiado
probar que, en efecto, el siguiente camino que se obtendria tras
eliminar el primero es el segundo mds corto.

La técnica de busqueda guiada que hemos descrito aqui (best-
first search) estd ampliamente documentada en textos clasicos de
Inteligencia Artificial, como [4].

El problema de calcular los k mejores caminos y sus aplicaciones
El desarrollo de la soluciéon nos lleva a preguntarnos por un
problema mads general que el propuesto: calcular el k-ésimo
camino (sin bucles, obviamente) mas corto entre dos nodos de un
grafo.

El algoritmo 'pillo’ de la seccién 3 es aceptable para calcular el
segundo camino mds corto en un grafo no muy grande, pero
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degenera exponencialmente si queremos seguir usandolo para el
tercero, cuarto mejor, etc.

Por contra, el algoritmo de bisqueda guiada que acabamos de ver
si que va dando los caminos en orden de mejor a peor, pero s6lo
vale para grafos donde exista alguna propiedad — geométrica o de
otro tipo — que permita calcular estimaciones pesimistas.

El problema de calcular, para un grafo cualquiera (posiblemente
dirigido), los k caminos mds cortos entre dos nodos, es tan
complejo como ubicuo, lo que ha provocado que se trabaje
intensamente en €l. El problema ha sido estudiado en profundi-
dad, I6gico si se tiene en cuenta que solo en la década de los 50 se
publicaron mas de setenta (!) articulos [1].

Hay muchos problemas reales — e.g. 1a alineacion de secuencias
genéticas — que admiten ser formulados como problemas de
camino mds corto. No obstante, al tratarse de datos empiricos
con un cierto ruido estadistico, resulta mds interesante para un
cientifico considerar no sélo la solucién que proporciona el mejor
ajuste sino un abanico de unas cuantas combinaciones promete-
doras.

El articulo de David Eppstein [2] es una buena introduccion
reciente al problema, con sus aplicaciones y un buen nimero de
citas de trabajo previo. En su pdgina web se puede encontrar una
bibliografia* bastante completa de este problema.

En la pédgina de Victor Jiménez y Andrés Marzal, <http://
terra.act.uji.es/REA >, hay algoritmos para resolver el problema,
incluyendo implementaciones y punteros utiles.

[1] A. W. Brander, Mark C. Sinclair. A comparative study of k-shortest path
algorithms. In Proc. 11th UK Performance Engineering Worksh. for Computer
and Telecommunications Systems, September 1995.

[2] David Eppstein. Finding the k shortest paths. SIAM J. Computing, 28(2):652—
673, 1998.

[3]1S. Peyton Jones, J. Hughes. Report onthe Programming Language Haskell
98. A Non-strict Purely Functional Language, February 1999.

[4] P.H. Winston. Artificial Intelligence. Addison-Wesley, 1984.

"La funcion reachables se puede precomputar para obtener un mayor grado de
eficiencia. Sin embargo, nosotros hemos preferido confiar en la capacidad de
tabulacion que tienen la mayor parte de las implementaciones de Haskell 98.
2Este paso no es inmediato. La demostracion se basa en probar que si Q es un
superconjunto de P, @ ha de contener al menos un ciclo.

3 Se procede por reduccion al absurdo.

4 <http://www.ics.uci.edu/~eppstein/bibs/>.
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